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Resolucao da Lista 01 - Nidmeros Complexos

1 Forma Algébrica

Resolva a equacgao 2% — 4z + 13 = 0.
O discriminante dessa equagao é: A = —36. Baseado nas hipéteses adotadas,

€escrevemos:

44 /36-(-1)
12 = — 5
’ 2
4461
X =
1,2 2
r12 = 2+ 3

S = {2+3i;2-3i}
Resolva a equacdo 23 + 8 = 0.
Lembrando a fatoracdo a® + b* = (a + b) (a® — ab + b?), temos:

3 +28 =
(z+2) (22 +22+4) =

daf vem que

r+2 = 0 == aox=-2
2 x1:1+\/§i
2 4 = 0=

Logo o conjunto solucao da equacao seré:

S:{—2;1+\/§z’; 1—\/§¢}



Determine as raizes quadradas de 3 — 4.

Resolucgao:

1° Modo | Queremos encontrar /3 — 44, e sabemos que as raizes quadradas de nimeros
complexos sao nimeros complexos, ou seja, os nimeros que estamos procurando sao da forma
a + bi, com a,b € R. Logo devemos ter 3 —4i = a + bi = (a+ bz’)2 = 3 — 4¢ posso, nesse
momento afirmar que tal equagao é simples, pois a equagao é de grau dois em duas incégnitas,
apés desenvolver basta usar o fato dos complexos serem iguais resultando dessa forma num
sistema de equagoes nao-lineares, vejam

(a+bi)? = 3—4i

2 _ 2 2 2
2 2 . e —b"=3=0a"=0b"+4+3
a” = b7 2abi = 2ab = —4 = ab = —2
Da equacdo ab = —2, elevamos os dois membros ao quadrado encontramos a?b? = 4, agora

substituimos a? por b + 3, daf vem que

a’? = 4= (¥ +3)b* =4
bP 4302 -4 = 0 (faca: bQ:y,yZO)

—4 (nao serve!)
y2—1
Paray = 1=t =1=b=41=a= T2

v +3y—4 = 0:»‘

Ou seja, os nimeros procurados sao 2 — i e —2 + i.Conclusao:

: 92—
3_41_{ 24

Poderiamos usar um resultado bastante conhecido, é a férmula de transformagao
de RADICAIS DUPLOS:

m:\/A+\/;42—Bi\/A—\/;42—B

V3 di=\/3-Vi6E = /3 VTG

aplicando a férmula de tranformacao com A =3 e B = —16, temos

VA2 =/9—(-16)=5
VA—VB=+V3—4

vejam:

e um dos valores de

é
A+VA2-B |A-VA2-B \/3+5 \/3—5
2 2 B 2 2
= 2—-v-1
= 2—4
é claro que a outra raiz ¢ — (2 — 1) = —2 4 4.



1
Determine os complexos z tais que z + — = 1.
z

Resolugao: | Multiplicando a equacao por “z”, encontraremos

22241 = 0=A=-3
—1++/3i 1 @,

= —— =+ 7

== 2 2

1 V3 1 V3

Logo, os complexos que satisfazem a equagao acima sao z; = ) + 71 ou 29 = 57 5 b

(IME) Mostre que a seguinte expressao representa um complexo (ou mais de um), e

escreva-o(s) na forma z + yi.
1

V74245
Vamos, inicialmente, calcular /7 + 244. No problema | Egz |, | 2° Modo |, vimos

que podemos fazer /7+24: = = + yi, z,y € R. De modo andlogo, chegaremos ao seguinte

sistema
{ a?=02+7

ab=12
continuando chegaremos que a = +4 e b = £3.0u seja, /7 + 24i = + (4 + 3i). De onde segue:

1 1 4-3i 43
S —+(—+i)ec
V7124 A+3i 25 ( Z)

Quais os possiveis valores reais de = e y que satisfazem a igualdade (x + yi)2 =87

Resolucao: | Desenvolvendo o produto notével temos a seguinte igualdade 22 — 3% + 2zyi =
0 + 8¢, daf usaremos o fato dos complexos serem iguais, resultando dessa maneira num sistema
de equacoes nao-lineares.

2 2
s —y =0 |z = ly]
=12 =42
{2wy:8 :>{ oy = 4 = =Y

Ou seja, pela equagao xy = 4 podemos perceber que = e y tém os mesmos sinais, logo z = y = £2.

Os nimeros complexos z tais que

z+z=4

z-z=13
sao representados no plano de Argand - Gauss pelos pontos A e B. Qual é a drea do
triangulo ABO, sendo O a origem do plano?

Seja z =a+bi, a,b€ R. Dai vem que
z+zZ=4=a+bit+ta-bi=4=2a=4=a=2
de acordo com a outra equacao temos

z-Z = 13= (a+bi)(a—bi) =13 = a®>+b* =13
¥ = 9=b=43



Portanto, temos a =2 e b= 43, logo A =21 =2+ 3i e B = z3 = 2 — 3i, daf temos: A(2.3),
D]

B(2.—3) e 0(0,0). Portanto a drea do triangulo ABO serd dado por Sapo = 5 onde D é o

determinante da matriz formada pelos pontos A, B e O.

0 0 1
D=2 3 1|=12
2 =31

12
Logo, Sapo = 5= 6.

(ITA - 07) Considere a equagao:

oL\t (i 1 !
1+iz) \1—i 143

sendo x um nidmero real, a soma dos quadrados das solugoes dessa equacao é

(a) 3 (b) 6 () 9 (d) 12 (e) 15

Faremos inicialmente as simplificagdes previstas no segundo membro da igual-
dade e logo em seguida resolve a equacao resultante:

4
oLz S (i) (1)
1+ix B (1—14)(1+1)
oLz S 20— (—20)\*
1+ix B 2
. 3
6(1 Z,x> —= 16
1+x
1—iz\? 3 13
iz = 1= {1—-ir)"=1+1ix)
2iz® — 6ix = 0= 2i(z® —32) =0
.%'1:0

22—-3c = 0= 22=+3
vs = —V3

como o problema estd pedindo para encontrar a soma dos quadrados, temos:

0% + (x/§)2 + (—\@)2 —6

(Lidski) Determine o nimero de solugoes da equagao
224 |2 = 0.
nota: Se z = a + bi, entdo |z| = Va2 + b? onde |z| representa o mdédulo de z.
Resolugao: Seja z = x + yi, x,y € R.Substituindo na equagao temos:

(z+yi)+|z+i = 0
2 —y? + 2yi Va2 +y? = 0
2~ Va2 = 0+0-3
Re

2xy1
~—

Im

4



Usando a identidade de complexos, encontramos o seguinte sistema

zy =0
{xz—y2+\/:n2+y2:0

como, zy = 0=z =0 ou y = 0, podemos transformar nosso sistema em dois:

Jy= Jr=0
Sl'{ Pyt /Ry =0 O 82'{ 22—y + /22 +y? =0

DeSl,resultaque{x2+’x‘:0 :>{:1::0 .E,Sz,resultaem{y2:|y’ :>{y:i1'

Segue entao que a equagao tem 3 solugbes. Sao elas:
{0, 4, —i}

Se z = a + bi & um nimero complexo tal que sdo satisfeitas as igualdades 22005 = 3 4 45 e

22006 — 2 1+ 114, onde i2 = —1, determine o valor de a + b.
Podemos usar as propriedades de poténcia para resolver nosso problema, ve-
jamos:
20 = 2411
222095 = 2411
(a+bi)(3+4i) = 2+114
b = 24115 3 —4i
I N P R
0+ bi — 6 — 8+ 33t + 44
B 32+ 42
: 50 4 25¢ . a=2
a—i—bz = 25—2—1—@:{1):1
Logo, a + b = 3.

2 Mais Problemas

Seja a equacdo z* — 224+ 1 =0 com z € C. Qual dentre as alternativas abaixo ¢ igual a
soma de duas das raizes dessa equagao?

V3 . i V3
(a) 2v/3 (b) - (c) =1 (d) 3 (e) 5
seja 22 =y, y € C. Daf vem que:
¥ —y+1 = 0
A = (-1)*-4-1-1
A = -3
13
Y= T
) 1++3i
5 = —
2
separando temos:
1 3 V3
2 L Vo 2 _ L _ V9.
24 = 5 + 5 10u 2 5 )



Seja z = a + bi, a,b € R. Substituindo na 1 equagao temos:

1 V3
b.Q _ 1 V.
(a+ bi) 5T 5
1 3
a? +2abi — b* = 2—1-\2[2'
az—bQ:1 1
2 a? == +b°
gab:‘f 16022 — 3

Substituindo a equagao de cima na de baixo temos:

1
16<2+b2>b2 = 3= 160" +8’ -3=0= A =16
p_ —8-16_ 24 3

—— (nao serve!)

g BEL 32 32 4
32 pp_ 816 _ 8 1
32 32 4
1 , 1 1 V3

- 3 . .
de acordo com a equagao 2ab = \g percebe-se facilmente que a e b possuem o mesmo sinal,

SES

3 4 1
10g021:7+50u22:* 5
Substituindo z = a + bi, a,b € R, na 2% equagao, temos:

N2 1 V3.

(a+bi)" = 5 5t

1 V3

2 .2 :

2abi — b = - — L=

a® + 2abi — b 2 22
a? —b? =3 a?=3+10?
2ab = — 2 3 { 16a%b? = 3

note que encontramos o mesmo sistema de equagoes encontrado no anterior. Logo quem nos

3
norteia nesse caso é a equacao 2ab = ———, onde percebe-se facilmente que a e b devem possuir
3 1 3 1
sinais contrarios, logo z3 = \2f — % ou z4 = —\2[ + % Portanto temos
3 q 3 4 3 1 3 1
g3 i V3 i V3 i W3 i
2 2 2 2" 2 2 2 2

e daf vem que a soma de duas raizes da equacao pode ser 0 ou i ou /3 ou —v/3 ou —i.

Resposta: "C"



141
E ITA - SP) Sendo z = ——, calcule
[Ba] (4T - 5P) sonto == 1

60

>

n=1

= . . 2 2.
: Racionalizando z encontramos, z = \g + \2[2 que claramente, na forma

. L P ™ .. T . ~ L
trigonométrica, serd z = cos Z—H sin —. Seja S a soma dos termos da progressao geométrica

=lz+22+22 4+ + 2%

4
(z, z2, 23, ...,260) , temos:

g - w(@ -1

= )
z(zGO—l)

5 = z—1
\szGO—l}

S| 1]

percebe-se facilmente que |z| = 1, e de acordo com a 1% férmula de D’Moivre temos que

2" = |z]|" [cos (nf) + isin (nb)]
60 60
250 = |z [cos( 47T> + ¢sin <477ﬂ
250 = cos 157 4 isin 157
250 —
daf vem que |20 — 1| = [~1 — 1| = 2, agora vamos calcular |z — 1| :
2 2
z—1 = £ -1+ \[

w\a

T

-1 = 2o

Logo, substituindo na expressao temos:

1-2
S| =

2—-2
S| = \2v2+4



